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4, SERIESDE TAYLOR. LIMITESINDETERMINADOS
4.1. POLINOMIOS DE TAYLOR

Se trata de encontrar €l polinomio que mejor aproxime una funcion cerca de un punto
y de estimar € error cometido al sustituir lafuncién por el polinomio (asi podremos, sin
calculadora, hallar log2 o senl, por ggemplo, y calcular muchos limites indeterminados). &

Sea f(x)=€X . El polinomio de grado 1 més parecido a f cercade O eslarectatangente:
P1(X) =(0) + f'(0)x = 1+x Py (recta
tangente)

Observemos que satisface  P1(0) = f(0) ; P1'(0) = f'(0) . Probablemente se

P, 1

parecerd mas a la exponencial el polinomio P, degrado 2 que satisfaga °
P,(0) =f(0) ; P5'(0) = f'(0) ; P,"(0) ="(0) , es decir, .
2 1 1

P, =(0) +F(O)x + " x@= 14 x + 5 A 1

Es de esperar que un polinomio de grado n_gue sea una buena aproximacion a una funcion f cerca
de un punto a seael quecoincidacon f y consus n primerasderivadasen a. Se prueba fécil que:

C e . i . . (K) 7y g (K :
Si f tiene n derivadasen a € Unico pollnomlo de grado n que cumple Pn’a(a)—f( )(@), k=0,..n €S

Pra(¥) = (@) + F@)x—a] + @ [xal®+ ...+ ©@ [x g Bl
Ra )

Al B, 4(x) selellamapolinomio de Taylor def degrado n ené punto a.

Llamaremos R, 4(X) , resto del polinomio de Taylor, a error cometido
paracada x al sustituir f(x) por P a(X) , esdecir, f(x) = B, 4(X) + R, 4(X) X

(si f esunpolinomio degrado n sepuede ver que coincide con su polinomio de Taylor degrado n: el Rp=0)
Es esperable que € resto seapequefio s X estacercade a y que disminuyaal ir aumentando n.
Para deducir la siguiente estimacion para el resto utilizaremos €l Ilamado teorema del valor medio de Cauchy:

Sean f y g continuasen [ab] , derivablesen (ab) P $d (ab) tal que [f(b)—f(a)] g'(c) = [g(b)—g(@)] '(c)
(se demuestra aplicando Rolle a h(xX)=f(x)[g(b)—g(@]-9(X)[f(b)—f(a)] )

Teor . . . , :
Si f,f, ..., f™") estan definidasen [ax] (Gen [x,a]) entonces | [otrasexpresiones
E‘%gil;ee (D [ax] ( x.a) del resto son Utiles,
— C n+1 n A ; sl { i
= peroseneceﬂtan
del resto) Rn.a(X) (D) [x—a] paraagun ci (ax) s x>a [0 d (x,a) s x<a] s integrales]

- (n)
Paracada tl (a,x) tenemosque f(X) = f(t)+f'(t)[x—t]+...+% x4+ R 1(x) .
Miremos este resto como unafuncion de t para x dadoy llamémosle S(t)=Rp () . Derivando con respecto a t :

0= () + (FQH" Ox-1) + (F O+ [x41?) + ((‘cn )f))! g™ O g s

Por tanto S(t) :—#) [x—t] . Aplicando el TVM de Cauchy en [ax] a S(t) y g(t):[x—t]n+l tenemos que
S(x)-S@@) _ S(c) _f™D() [x-t]" 1 _f™D(c)

g(x)-g(@ ~ g'(c) = n [xA]" n+l T (n+D)!

Como S(x)=Rn x(X)=0, S(a=Ry a(x) , 9(x)=0, g(a):[x—a]nJr1 setiene el resultado. [Igual si x<a]

existealgiin cl (ax) tal que

Normalmente cal cularemos los polinomios de Taylor para a=0 . En ese caso no escribiremosla a en
lanotacion del polinomioy €l resto y |as expresiones anteriores adoptan la forma (formulade McLaurin):

Si f,f, ..., f™D estan definidasen [0,x] (6 [x,0]) entoncesparaagin cl (0x) [6 ci (x,0)]

. " (n+1)
f(X) = Pp(x) + Ry(x) = £(0) + f(0)x + {0 x2+ ...+ E_Oxn 4 f(n+1)(,°) XL
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Calculando las derivadas se obtienen los siguientes polinomios de Taylor:

2 43 n
~ x X X _ €& . n+1
ex—1+X+§+§+---+ﬁ+Rn(X) con Ry(x) = (1) X
3 5 x7 2n+1 2n+2)
_ X X X n X = st (0 y2n+2
SeX =X — g + g = Fo A oy FRonea(¥) 00N Rony g (X) = oo X
) A 5 on (2n+1)
_ « « X n x _ cos” () , 2n+1
COSX =17 + 4 — &+ T gy +Ran(X) CON Ron(X) =075 X

El logx no estani definido en x=0 . Por eso |o que se desarrollaes el log(1+x) .
Laderivadan-simade estafuncion es [-1]"* (n-1)! (1+x)™ 'y por tanto

2 3 4 n n n+1
X X X -1 X 1] X
+ 2 4+ 2 _ 2 4 + [— ~ +R 0 R = Ea——
log(1+x) X 2 3 4 e T[] n n(x) con n(x) n+l  (1+4c)M1

En los tres primeros casos se tiene que |f(“+1)(c)|£K paracualquier n (tantos x es>como < 0).
Enparticular |[f(™Y(c)|£1 para senx y cosx ; parael log no existe tal cotaindependiente de n .

1 1
Por tanto, |Rn(X)|£ % y como vimos al estudiar las series lim J(ln% =0 cuaquieraquesea X .

Asi pues, €l error Ry(x)® 0 " x. Por tanto, podemos aproximar €l valor de eX, senx y C€0SX con
la precision que queramos utilizando un polinomio de Taylor con n_suficientemente grande (habra
gue tomar un n mayor cuanto mas lgjano de 0 esté el x ). Se puede probar ademas (no con la
expresion dada del resto) que los polinomios del log(1+x) solo aproximan alafuncion s —1<x£1.

Ejemplos: Calculemos con error menor que 104 € . n n! on
x[2n+2 1 1 . 2 2 4
Ront10 € onizr ® Rone1@I£ oz <0000 S 212°8 3 6 8
1.1 1 1 .4 4 24 16
Por tanto, senl»1-¢ +755 —g5,5 » 0.8415 conerror [R7(1)| £ g <10 5 120 3
Si aproximamos con este mismo polinomio de grado 7 € error sera mayor: (73 570220 16248
8,32 128 : 28 _ 2 8 | 40320 | 256
SeN2 » 2~ +156 ~5040 » 09079 ; [R7(2| £ g =37 » 0.0063 o | 362880 | =12
[Como P7(x)° Pg(x), los errores son de hecho menores: 10 | 3628800 | 1024

9
IRg(1)IE é <0.000003 ; [Rg(2)IE S*, <0.0015 (cotas muy féciles si conociésemos ya las series de Taylor)].

1 O<c<l/4 1 1
(n+1)a"M1 (14¢)n+1 (n+1)4*1 " 1000

s n® 3 debemos usar el polinomio de grado 3: Iogié1 st L +F12 » 0.224 con error<1073 .

432
] 5 _ 4 1 1 1 14 _ 1 —1/5<c<0 1 1
Deotraforma: log, =-ogg » ¢ +5; +575 » 0.223 con [Rg(—s)| =a5irgt < 44% <1000

Hallemos ahora Iogg con error<10—3 . Como |Rn(%)|:

A partir de los cuatro polinomios de Taylor vistos podemos con sencillas manipulaciones dar los
de otras muchas funciones relacionadas con |as anteriores, basdndonos en € siguiente resultado:

Teor

f(x)=P(x)+x"g(x) con g(x)® 0 p P(x) esel polinomio de Taylor R, deorden n de f.

[esféacil comprobar que coincidentanto f y P como sus n primeras derivadasen x=0]

Por ejemplo, para escribir €l polinomio de sen[3x2] basta cambiar x por [3x2] en el polinomio del senx :

3.6 2n+1_4n+2 (2n+2)
3 X 4 [-1)" 3 X (puesto que sen[3x%] =P440(X) + sen”__(c)

P4n+2(x) = 3X2 - 32n+2X2X4n+2 )

3! (2n+1)! (2n+2)!
5 26-2X o _2 .3, &Y &> n 2"
Anaogamente se compruebaque el deorden n de x<€ <X es: Py(x) =X~ —2x oy et [-1] (n-2)!

(cambiando x por —2x y multiplicando el polinomio resultante por x2)

[Otra serie de polinomios importantes se veran en series de Taylor y en los problemas] .
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Polinomios de inter polacién.

El polinomio de Taylor P, essdlo unade las formas de aproximar una f con un polinomio. El P, es, como vimos,
el que mejor aproximaa f cercade un punto. Pero muchas veces interesa encontrar un polinomio Qn que aproxime a
f entodo unintervalo. Unade las posibilidades de hacerlo es conseguir un Qn, que tomelos mismosvaloresque f en
una serie de puntos del intervalo. A éste polinomio se [lama polinomio de interpolacidn. Otra situacién en que es Gtil el
polinomio de interpolacion es cuando solo disponemos de unos cuantos valores de la f (por gemplo, esto sucedera
cuando la f searesultado de unas cuantas medidas experimentales). Es decir:

Dadaunafuncion f(x) sellamapolinomio de interpolacién de grado n
paralos n+1 puntosdistintos Xg,...,Xn @ polinomio Qpn que satisface

Qn(x0)=f(x0) » .-, Qn(*n)=f(xn)

Un Qp arbitrario tiene n+1 coeficientes ag,...,an . Se podrian determinar con las
n+1 ecuaciones lineales Qp (X )=f(xy) , k=0...n , pero veremos formas mucho mas
cortasde calcular € Qp. Esfacil ver que Qp, es Unico: si hubiese otro Q*y, ladiferencia
Qn—Q*4 seriaun polinomio de grado£n con n+1 raices distintas, 10 que esimposible.

Xp >'<1 x2

Hay varias formas de construir €l Q,, . Veamos laformulade Newton. Ponemos Qp en laforma:
| Qn(x) = Ag+A 1 (X=Xg)+Ao (X—X0) (X=X )+... +A R (X—Xg) ... (XXp_1) |
Sustituyendo ahora sucesivamente X=xq , X=X1 ,..., X=X, , obtenemos el sencillo sistema
Ag=f(xg)  AgtA1(X1=xXg)=f(X1) , ..., AgtAL(X=XQ)*---FA{(X—X0)--- (XXn—1)=T(Xp)
que permiteir calculando los Ay de forma sucesivay, por tanto, el polinomio de interpolacion.

En el caso particular (y muy coman) de quelos X sean equidistantes y no,ohhhy

(es decir, X471 =X +h) €l sistema adoptalaformamas simple: Xg X=%*th X,

Aozf(Xo), A0+hA1:f(X1), A0+2hA1+2! h2A2:f(X2) A0+nhAl+ e e (n k)' h Ak+ +nl h A _f(Xn) ®

Ao=f(x0) . Ag=r [(xp)F00)]  Ag=5,17 [F(xo)-2f(x0)+H(x0)] . Ag=5,15 [f(xa)-3F(xp)+30x))F(40)] .

Otraexpresion del Q,, ladala férmulade Lagrange. LIamemos ‘ P k(X) = (X=Xq). .. (XX_1) (XXg41) - - (XX) ‘

Observemos que el polinomio [degrado n] p(X)/pk(Xk) valels x=xi y vaeOs x=x;,con j!k. Por tanto:

On(¥) = 10%g) po(( )) +(x0) pk(( )) +f(x) pn((X))

[parece més cdmodo disponer de estaférmula que resolver € sistema de antes, pero su inconveniente principal es
gue s queremos afiadir un nuevo punto tenemos que volver a calcular todos los pk, 10 que no sucedia con Newton]

Como en los polinomios de Taylor, agui también se puede dar una estimacién del error cometido a sustituir la f por
su polinomio de interpolacién Qp, . Admitimos sin demostracion quesi f esde C™M1[xg,xp] se tiene que:

£()-Qn(X) :ﬁ (x=Xg)(X=X1) ... (xx) T () con ¢l (xo.xn)

Ejemplo. Hallemos el polinomio de grado 2 que tomalos mismos valores que f(x) =senx en 0,p/2yp.
Sabemos que f(xg)=0, f(X1)=1, f(Xp)=0. Calculando los Ak [h=p/2] tenemos:
2 2 2 4 4
Ag=0, A1=6 [1-0] , Af? [0-2+0] ® Qo(x)=0+ b (x-0) - o2 (x=0) (x— %) =52 X(p—Xx)

| . (xp/2(x-p) . | (x0)(x=p) . ~(x-0)(x-p/2)
A lo mismo llegamos con: Qo(x) =0 620 -p) * 1 (p/2-0)(piz—p) * ° (p-0)(p-p/2)

Utilicemos este polinomio para aproximar senl y sen2: Qy(1) »0.86795, Qx(2) »O 92534

L os errores cometidos estén acotados por |E(1)|£ [1-0]|11—/2]|2—p[»0.05 , |E(2)|£ [2-0]|12—/2||2—p|»0.04

L as aproximaciones son peores que las que vimos con € P7 de Taylor. Pero son mejores en 2 que las obtenidas con
€l de orden 5 (P5(2)=0.9333, sen2=0.9093). Siguen siendo peor en 1, més cercano a0 (P5(1)=0.8417, sen1=0.8415).
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4.2. SUCESIONESY SERIES DE FUNCIONES

Consideramos sucesiones cuyos términos son funciones con un dominio comun A :
{fr()} = f1(X), f2(X), ..., fa(X), ... para xI A
Paracada x fijode A tenemosunasucesion {f,(x)} denumerosreales. Definimos:

{fn} converge puntualmente hacialafuncion f en A s paracadaxi A setiene que Ling{ fn(X)} =f(X)

Seriabueno que f conservase las propiedades delas fp, , pero esto, en general, no ocurre:

n
fr(x) = { )1( ,1(£)ix£l Todaslas f, son continuas en [0,¥).

0 ,0£x<1
1 ,1£x

Y, sin embargo, lafuncién limite puntual f(x) es discontinua.
Para que se conserve la continuidad es necesaria una definicion mas fuerte de convergencia

Paracada xI [0,¥) existeel limite: Lg@r@ fr(x) = f(x) :{

{fn} convergeuniformementehacia f en A s
" e>0 existealgin N tal queparatodo xI A, s n3 N entonces [f(X)—fn(X)|<e.

[El N vale " x, sdlo depende de e ; en cambio, la convergencia puntual quiere

decirque: " xI A y " e>0 $N(ex) tal quesi n®N entonces [f(X)—fn(x)|<e] f
Gréficamente, que {f,} ® f uniformemente significaque apartir deun N todas las f
gréficasdelas fy, quedan totalmente dentro de unabanda del altura 2e alrededor de f
la f.Si laconvergenciadelas f,, essolo puntual, paracada x e N sera distinto

y no se podra dar uno que sea valido paratodos los puntosde A . | A

Evidentemente, convergencia uniforme b convergencia puntal . Que U es falsa lo

1 pruebala{fn(x)} dearriba: por muy alto queseael N siempre existen funciones de la

sucesion que se salen delabandaderadio e . Formalizando algo maés: toda fj; toma €

valor 1/2 quequedafueradelabandas e<1/2 . Paracada x existe N tal que s

}1 n N el punto (x,fn(x)) estadentro delabanda, pero hace faltaelegir unos N mayores

I amedida que nos acercamosa 1. Enunintervalo [0,a , con a<l, laconvergenciasi
seriauniforme, puesel N quevaliese parael punto x=a claramente valdriatambién parael resto delos x .

Otro gjemplo: Estudiemos laconvergenciade| gn(x) =% en i) A=[-2,2], ii) A=R 1
Hay limite puntual entodo R : rI1(|®rr§1 On(x)=1 "x.Y en [-2,2] estambiénuniforme: 4
nex g pox2l JIx2 4 4o . |%— 2
|n+2 —1|— 2 £ 2 £n+2 £n <e si n3N>4/e "xl [-2,2] .

Pero no converge uniformemente en todo R porque todas las g, (no acotadas) se escapan de la banda.

Teor | g las f, son continuasenunintervalo | y {f,}® f uniformementeen| p f continuaen |

Veamosque f escontinuaenun Xi | cualquiera

Sea e>0 . Por laconvergencia uniforme, existe algin n tal que [f(y)-fn(y)|<€e/3 " yil.

En particular, paratodo h tal que x+hl |, [f(X)-f.(X)|<e3 y [f(x+h)-f,(x+h)|<é&/3.

Como f, escontinuaen x existeun d>0 tal quesi |h|<d entonces [f,(x+h)—f,(X)|<€/3.

Por tanto, si |h|<d entonces [f(x+h)—f(X)| £ [f(x+h)—f,(x+h)|+]|f n(x+h)—F (X)) |+]|f (X)) (X)|< e
[Este teorema basta para probar que las fi, del primer ggemplo no convergen uniformemente en [0,¥) ]

Si las f;; son derivables, que f,® f uniformemente no basta para

1
que f seaderivable, o puede ser f derivabley no coincidir f' con 1/n ﬁsen(nzx)
el limite de las derivadas (situaciones sugeridas por 1os ejemplos de IX|
la derecha); para que se cumplan ambas cosas es necesario exigir

ademas quelas ', también converjan uniformemente.
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4.3. SERIESDE POTENCIASY SERIESDE TAYLOR

¥
o

A unaseriedelaforma a an(x=a)" selellamaserie de potenciasen (x—a) .
n=!

Paracada X que converjalasumadelaserie serd un nimero real. Define, por tanto, una funcion
f(x) cuyo dominio seran dichos x para los que converge. Supondremos a partir de ahora, por
sencillez, que a=0 (en caso contrario hariamos x—a=t y estariamosen el caso a=0):

¥
f(x) = & ax" = ao+a1x+a2x2+... (viene a ser, pues, un "polinomio infinito")
n=0

Una serie de ese tipo siempre converge en x=0 (y f(0)=ao), pero no tiene que hacerlo paratodo X :
yavimos que laserie & x" converge (y que su suma f(x)=1/[1-x] ) s y solo si |x|<1 . En general,
converge en un interval o centrado en el origen (que puede degenerar en x=0 o ampliarseatodo R):

Teor:| A cadaseriede potencias estd asociado un nimero positivo R, llamado radio de
convergenciade la serie, que, segun los casos, tiene | as siguientes propi edades:
i)s R=0, laserie solo convergeen x=0,
i) s R esun numero real positivo, la serie converge para [X|<R vy diverge para [X>R,
iiil) s R=¥ , laserie converge paratodo X .
Ademas, s 0<xp<R, la serie converge uniformemente en [—Xp,Xq] .

converge uniformemente (Enii), para x=R y x=—R laserie puede converger o divergir)

I | (El teorema no dice que la serie converjauniformementeen (-R,R) ,
; t sino que lo hace en [—xg,Xg] con X, tan cercano a R como queramos).

-R 0 R
? CONVERGE ? DIV Comencemos demostrando que:
Si &g, converge paraun ¢ entonces a ax" converge uniformementeen [-Xxg,Xg] , S 0<xg<|c|,
y converge puntualmente (y absolutamente) en (—|cl,|c|) :
Como & a,c" converge, sutérmino general anc” tiendea 0 y por tanto esta acotada: $K tal que Japnc|EK .
Asi pues, si xi [-xg.x0] , lanx"| £ |anc"| [xo/c|" £ K[xo/c|" .
Como & |xg/c|" esgeométrica convergente ( [xo/cl<1), Weierstrass asegura que a a,x" convergeuniformemente
en [-xo.xo] . Ademés " xI (—|c|,|c|) existe xg con |x|<xp<|c|, conlo que & |a,x"| converge puntua mente.
Sea S={x: & a,x" converge} . Esnovacio (O S). Si existealgin xI S, [x| es cota superior de S (no converge
para ningun real mayor por el resultado anterior) y por tanto tiene extremo superior. Veamos que €l radio de
convergencia R=supS:si [x|>R la serie diverge (s no, existirian puntos de S mayores que R ); s [x|<R
existe ¢ con |x|<c<R parael que & azc? converge (R escotasuperior) y por tanto & azx" también converge.
Si 0<xg<R, existe ¢ con xg<c<R parael que & a,c" convergey laserie converge uniformemente en [—Xg,Xo] -
Si no existe x| S, converge” x: R=¥. Seveigua que hay convergencia uniforme en todo [—xg, Xg].

El R lo podremos calcular cas siempre aplicando € criterio del cociente o delaraiz.
Por gjemplo, Si en nuestra serie aparecen todos los x" (no si esdelaforma Sax2" o Sax2N*1) setiene que:

DIV

el o - . o
n& .y nm . , §i dichos limites existen o son infinito, pues
\/ lan|
e IxME |an+1| el el
lim, i [IX|" =|x |I& <1[>1] 0 |x|< Lim, B [| X|> n&g@é ] ] (y parecido con laraiz).
- n | o : :
Ej. go nx I@Q " rl@@ n =0=R: laseriesoloconvergesi x=0 (y podemostirarlaalabasura).
y Vi I
n
éo)r(T' . R= nl& n' (Dt =¥ (cociente, desde luego). Converge paratodo x (a f(x)=eX como veremos pronto).
n=0 ' :
¥ n n+ljy|2n+3
s [-9 on+1 ¢ 9 |X| 2n+1 _ 1 oo 1 ., o
a onep X B T o3 oNx [P+ =9|x|2<1 0 |x|< =R ; si x=%7 también converge (L€ibniz)

[no podiamos aplicar las formulas recuadradas y hemos tenido que utilizar directamente  cociente].
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Propiedad esencial de las series de potencias es que se pueden derivar término a término
dentro de su intervalo de convergencia [x|<R (como s fuesen polinomios):

Teor:

¥
Sea R>0 (f|n|t00|nf|n|to) y sea f(x) = éo ax" para [x|<R . Entonces para |X|<R :
¥
f esderivable, a na,x"! converge y f'(x)= & °_1 na X"t = a;+2a,x+3agXx >+

[la demostracion utiliza propiedades no vistas de derivacion de series uniformemente convergentes (ver Spivak);
en el capitulo 5 veremos que tambien |as series de potencias se podran integrar término atérmino en [x|<R ]

Aplicando € teoremasucesivamente a f', f", ... obtenemos que para |x|<R:
f(x) = 5_2 n(n-1)a,x"2 = 2a,+68gX +... , ..., TR(x) = a: n(n-1)...(nk+1a,x" =kl g + ...

Asi, una f definida por unaserie de potencias es de claseinfinito en [x|<R y | f®(0)=k!ay

¥ 2 3 4 2
; ) XN oxe xS x2 (n+1)©
Ejemplos: f(x) = a 2 =X+t et . Su radio de convergencia es R—Ig@ 2 =1b
¥ yn-1 2 3 ¥ 2
ey _ s x0 X X X o N1 n2_1 2x  3X .
f(x)—é’;l1 = —1+2+3 Tt f'(x) = a p X TELt ATt s [x|<1 .

Como a [1n?] y a [(<1)"/n?] convergen, laseriedela f converge en los dos extremos del intervalo de
convergencia( x=—1 y x=1). Sin embargo las series de las derivadas tienen diferente comportamiento en
esos puntos: lade f' convergeen [-1,1) , mientras queladela " lohace sbloen (-1,1) . Las derivadas
pueden ser "peores’ quelafunciéninicial (pensemos en x8/3 | por gemplo). Pero las funciones definidas
por series son "muy buenas’ en (—R,R) (acabamos de ver que tienen infinitas derivadas ahi). El problema
fundamentd de estas funciones tan buenas es que para hallar sus valores debemos sumar series (y por eso
casi siempre nos tendremos que conformar con val ores aproximados).

¥ xN— 1
a, ()

¥ oon ~
Laderivadade f(x) :é_o XF es f'(x) = =f(x) " xI R [yadijimosqueera eX]
n=

También pueden sumarse, multiplicarse,... las series de potencias como s fuesen polinomios:
Teor:

Sean f(x): ahx S |X|<Rf y g(x) bnx S [X|<Ry.Entoncess |x|<min(R¢,Ry) :

f(x)+a(x) = [a1+bn]x , f(x)a(x) = 3obo+ (3gby+ay bg)x + (agby+ayby +apbp)x® + ...

[lo de la suma es consecuencia de | as propiedades de series numéricas; lo del producto es mas complicadoy no lo
vemos; también se pueden redlizar ladivision f/g (si f/g tienelimiteen x=0) y la"composiciéon" de series|

11

Ejemplo: Hallemos de varias formas el desarrollo en serie de potencias de f(X) :X2+2X_3 =[x +3][x—1] . Sabemos que:
1 :—[1+X+X2+X3+ ]:_g XN s |x|<1 1 1 1 :;[1_§+L2_L3+ ] a —x]" si |x|<3
x—1 2 " x+3 T31-[—x/3] 3L 3 9 27" 173,

1 1,000, 1,1 Lya o 1 2 ™2 203 o
fx)=32 1 x+3 3[1+(1_3)X+(1_3+9)X =gt gy Xl =379 — 7 — g o S KI<1=mIn(1.3)
N 1 _; 11 1 n ™"y 1 & -1"1.n
Lo més répido: 1] ~ 4 lx1 xeal= 12 [3a X +a an 1712 a [3+ an ]x

Ahora"dividimos': buscando unaserie Sc, tal que [co+eyx+eox2+cax3+...][x2+2x-3] = 1
Igualando potencias vamos obteniendo: x9: —3cy=1® cy= —% ; x1:2cp-3c;=0® ¢ :g o= —g :

[lateoria paralaseriemas general S-sh(x—a)n , como dijimos, es la DIV ? CONV ? DIV

misma; € intervalo de convergencia [x—a<R esta ahora centrado en g aR a arR
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¥
Dadauna f coninfinitas derivadasen 0 sellamaseriede Taylordef enelpunto 0 a) &

[Estas series de potencias son "polinomios de Taylor de infinitos términos’; su N-simasuma parcial esel Pn(X) ;
de lapaginaanterior se deduce que una serie de potencias es la serie de Taylor de la funcién que defing].

Es previsible que una f pueda coincidir con su serie de Taylor (al menos cercade 0). Como

_ N f(”)o , Py 0
1)=& "?x"+Ry(x) estadaroque | f(x) = goﬁlx 0 Ry®) ®,0

Lasariede Taylor de f coincidecon f en agudllos x paralosgued restotiendaa O.

Vimos dl tratar los polinomios de Taylor que d resto Ry(X)® 0" x para €, senx y cosx . Asi pues:

¥ N ¥ [ ]n 2n+1 ¥ [ ]n 2n A
X — o Xi — o —l X — o —l X n
e a o senx a o)l COSX a 2n)! xI R

[observemos que la serie derivada de la exponencial es ellamisma, que derivando la serie del seno
obtenemos ladel coseno y que derivando esta Ultima obtenemos la del seno cambiada de signo]

Operando con laseriede e ylade e X = 1-x+ % xz—% x3 + ... obtenemos que:
_ x3 x5 _ X2 "
shx = x+§+§+ , chx = 1+—+$+ X
e oy =[14x24 X PSS SN B GO > X X2
[ademés € “senx =[1+x2+ +...][x— + 100 Tl =X T g e X cosfx =15 5, = %30 ]
Sabemos que izg x" s |x|<1, conlo que: i:% [X]" y - —3’4 [—1]“ N g |x|<1.
1x 2o ’ 14X nzo 122

¥ [N ¥
Por tanto: | log(1+x) = & = x™1 | arctanx = a "y 2n para |x|<1
n=0 N+l 0 2n+l

yaque las derivadas de estas series son lasde arribay en x=0 valen 0 lasfuncionesy las series

[Como seve, laseriedel log convergetambiénen x=1 y ladel arctanen x=+1 (ambas tienen R=1) lo que no
hacian |as series derivadas; se puede ver que lo hacen (aunque lentamente) hacia log2 y tarctanl, respectivamente:
log2=1 7+1 1y ; R QE U S
3 5 ’ 4 3 5 7
Parece normal quelaseriedel log o Iade 1/(1+x) solo converjan para |x|<1 yaque en x=—1 las funciones se
van ainfinito, pero es sorprendente que lo hagan slo en eseintervalo las seriesde 1/(1+x2) o de arctanx yaque
son funciones derivables en todo R . La explicacion se tendré cuando se miren esas series en el plano compleio].

De cuaquier serie de potencias podemos deducir la expresion del polinomio de Taylor, por giemplo, €l del arctanx :

P (x)—x—£+ + OO ont1 bes el resto de la serie es delaforma x21+1 (x) , con g(X)
2n+1\*) — 3 T on+l p g g g

Otra serie muy (til eslade f(x):(1+x) , T R, que generaliza el binomio de Newton (x no es desarrollableen 0):

¥
(1+X)r:né;0 (;)Xn , con (;):W , 8 X|<1 | [V1ex 1+* = ﬂl_x =1- 5 3%+]

Como f‘(x):r(1+x)r_1 , f"(x):r(r—l)(1+x)r_2 f(n)(x):r(r—l)...(r—n+1)(1+x)'r_n , ... laseriede Taylor esesa, y
sepuedever queel RN\® O si O<x<1 con laexpresion de Lagrange (y con otras que también lo hacesi —1<x<0).

Aunque una f seade C¥ entodo R y su serie de Taylor converja " x lafuncién puede no coincidir con la serie:

— 1/x2 — Sepuede ver queesta f cumple f(N(0)=0" n ; asi su serie de Taylor es S0x" =0,
f(x) =e1/x= f(0)=0 i , A -
convergente " X ; pero, evidentemente, no coincide con f salvoen el punto x=0.

Sedicequeuna f esanalitica en |x|<R s se puede escribir como una serie de potencias en ese interval o (deberd, pues,
tener al menos infinitas derivadas en é). senx, cosx, e¢ son anditicasentodo R. log(1+x), arctanx, (1+x)" lo son
en [x|<1l.Ladltima f esungemplo de funcién no analitica cerca de 0 a pesar de tener infinitas derivadas en ese punto.

(n)
g @

[Més en general, laserie de Taylor deuna f enun punto a es ao
n=
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4.4, CALCULO DELIMITESINDETERMINADOS

(ya sabemos calcular los otros, finitos o infinitos; pero quedan lasindeterminaciones ¥—¥ , 0.¥ , @, 1¥

Utilizando desarrollos de Taylor (para x tendiendo hacia a finito):

Introducimos una notacion para abreviar (Ia"o pequefia’): sea g(x)! 0 para x a en un entorno de a.
1) -

Diremos que f(x)=0(g(x)) cuando x® a s lim 4 =0

Con esta notacion podemos expresar 10s polinomios de Taylor escribiendo sdlo aguello que se
vaautilizar paracacular limites (lafuncion es e polinomio mas "ago despreciable”):

S f esde C™! enunentornode a entonces f(x) =P, ,(x) + o([x—a]")

(pues entonces [{™MD(c)|EK para d [ax] b |Ry aX)/(x-)"| E(anl—_)?l® 0s x®a)

. ) . oosenx _ . X+o(x) _ pues o(x) es precismente algo que dividido
Ejemplos L'@% Y L'(r% Y 1 por x tiende a 0 cuando x tiende a 0.
x =[x -5 3 + (3] b rmino del polinomi
iy X SEX _ . 6 _1 en este caso no basta un término del polinomio
3 B x3 6 (no se sabe hacia que tiende o(x)/x3 )

L as dos indeterminaciones anteriores eran de Iaforma = . Muchas de otro tipo se pueden llevar a€lla

M = I&M =1 (utilizado en sucesiones).

1/x _ I@% Iog(1+x)/x =e,yaque I'(QB
] 2X— 2x2+o(x2) —2X—= x2+o(x2) 3

(T¥)  lim (+%)

. [ cos2x 2+arctanx 1_ .. [ 1-2x2+0(x?2) 2+x+0(X)
(¥—¥) L'@%[ x  log(1+2x) _!(IQQ?)[ X T 2x—2x2+0(x2)

agui hemos agrupado en las o(x?) todos |os términos que no influyen en el valor del limite,
utilizando una serie de propiedades dela" 0" de demostracion inmediata:

XM=0(x") si m>n, f(x)=0(x™ b f(X)=0(x") si m>n, xMo(x")=0(x™"), o(xMo(x")=o(x™")

=lim 2

X 2x2+0(x2)

LaregladeL'Hépital:
f'x) LGN {¢9]
Supongamos que f(x),g(x)® . 0(6 ® ¥ )y existed lim 560 - Entonces Iim im0 = 4 50

| Lareglasigue siendo vdlidacambiandod a del enunciado por a*, a—, +¥ 0—¥ , 0S lim=%¥ .

Lo probamos sdlo en uno de los casos: para f,g® 0 cuando x® a atda .
Para x—a pequefio, definiendo f(a)=g(a)=0,f y g son continuasen [aXx] y derivablesen (ax),yes g*0
en (ax) [porque existe el limitede /g ]. Por el TVM de Cauchy existe cl (ax) con f(x)g'(c)=g(x)f'(c) .
Como g(x)* 0[si fuese g(x)=0, por Rolle seria ¢'(z2)=0 paraagun zl (ax) ] se puede ecribir

g(% :;J,(% y por tanto I|m ;(())(()) =lim ;((?) =lim ;(())(()) puessi x® a" entonces c® at.
x®at

Andogamente se demostrariapara X® a , de donde se deduciriapara x® a.

Para calcular un limite indeterminado, si conocemos los desarrollos de las funciones que aparecen en la expresion,
suele ser preferible acudir a Taylor. Por giemplo, € limite ¥—¥ de arriba se complica por L'Hopital:

2c0s2x X

Hﬂ%costIog(1+2x)—2x—xarctanx ) ll&—Zseanlog(HZx) + o —2-arctanx — 15 0

X x log(1+2x) T 2x "0
log(1+2x) + L+ox

y hay que volver aaplicar I'HOpital para deshacer esta segundaindeterminacién y llegar a resultado de antes.

No dice L'Hopital que s f'/g' no tiene limite (finito o infinito), tampoco lo tenga /g :
1

. X _ E . , 1 ;
M o cosx = ¥ ¢ Mmoo, notienelimite, pero esclaro que lim 2+[cosx/x] ~ 2
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L'Hépital se puede aplicar mas veces que Taylor (cuando x® +¥ y cuando ho conocemos |os polinomios):
(0) I —tanx _ . cos?x — T 1 + cosx -5
& x —senx — xob (1-cosx) cos2 =N cosx T

(sin operar y simplificar hubiéramos tenido que volver aaplicar L'Hépital ya que laindeterminacién seguia; pero
no nos lancemos a derivar sin comprobar que seguimos con 0/0 & ¥ /¥ , pues podriamos hacer burradas como:
1+cosx T —Senx . 1 _1
I'cg?) cos?x xcé% 2cosxsenx L'cé% 2cosx 2 )-

A pesar de que no conocemos el polinomio de Taylor de tanx podiamos haber buscado otros conocidos escribiendo:

x—%x3+o(x3) - x+%x3+o(x3)

i XCOSX — senx - i i 1 _ 2
x®b X — senx cosx X X®b cosx

X=X +%x3+o(x 3)

Ahora es necesario L'Hopita en principio (funcién complicada), aungue el segundo g se podria hacer por Taylor:
log(e*-1) _ eX/(eX—l) - —x2eX _0 _ lim —(x*+2x)e* _

0.¥) Ilim, |xlog(e*-1)| = lim = lim
( )x®0+[ o(e*-1)] x@ot 1/ x®0+ —1/x2 @0t &1 0 yeot &

Aqui si que no hay més remedio que aplicar L'Hopital (ni eX~1+x, ni arctanx~x , ni log(1+x)~x para x gordo):
eX—arctanx _ I eX_1/ 1+x2| _n¥0 _y

( ) iy log(1+x) _x®%  11+x) 0
Otros dos tipicos de L'Hépital (en O € Iogx no admite desarrollo de Taylor):
0ogx 1/x . X — 1 loax —
(0.[-¥]) I|m [xlogx] = I|m+ Ui XI 12 =0 P (09) chngx = ><|<!9n8+e>( 9x =1

I b (en otras palabras (logx)P=0(d) ,
Unos limites Si a>0, b>0, Ig& LQLLO X =0, I&%ZO xP=o0(€™) s x®¥ , por grande

importantes:
que sea b y pequefio quesea a)
Iogx 1/x (logx)P logx b x 1 ﬁ b
En efecto, ® 21®0P = apl @0, S @ He0P S=lampl®0

Recordemos el cambio de variable x=% Dl i, FQ) = lim f(t) , lim, f(2) = im f(0)

., . . t , . P
Como aplicacion, (¥0) Jim, x1/X = Iil)r(r)1+(1) =1, pues lim tt =1 (odirectamente, Jim, €09XX=&=1).
h

) . ] 1 32 3t2+0(t?)
Méas complicado: (¥.0) Jim, x2(1—e3/x?) = lim =5 — = lim =
p (¥.0) x &% ( ) w@ot  t2 wot  t2
Mas ejemplos variados: hallemos, si existen, varios limites paralafuncién % :
@K 1,1, o)

i 108(H0—x _ 0y 7 R S T RV

X senx—x o/ TN x3 3 = m 1 o(x3
x—€+o(x)—x _6+x73
Wit e log(l+x)=x  _ . U[1+x] =1 _ 0y _ . —U[1+x]? _ +
[ oL'Hopital: L'@% senx—x LIQQE) cosx — 1 _(O)_LIG% —senx ¥ cuando x® 0 ]

I log(1+x)=x _ (% ,la x manda) = I@&M as =1 (sabemoslog()/x® 0 o por L'Hopital)

X senx—x senx/x — 1 0+1
1/[1+x]-1

[no se podia aplicar Taylor (estamos muy lejosde x=0), ni L'H&pital (XI@Q cosx—1 "o existe)].

!@l’qurlOgéﬁ;)i);x =" _;;lﬁl —¥ " por ser 1-senl1>0, limite facil que sabiamos calcular hace tiempo.
X® —
%% _cosax [6212-1]x2 +[1/2-al124] x4 +oxdy _ 15 S a<y2
Hallemos paratodo a e lim = = = |im 7 = 11/3 s a=V2
X X I ¥ g a>/2

[por L'Hépital seria mucho maslargo y seria mucho més fécil equivocarnos en alguin paso]
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Con lo que hemos aprendido sobre Taylor y limites indeterminados en este capitulo podemos
abordar diferentes problemas de capitul os anteriores paralos que antes nos faltaban argumentos. Por
g/emplo, ahora ya sabemos cal cular muchos més limites de sucesiones (y deducir convergencias de
series), gracias alos teoremas que |os relacionan con los de funciones. Recordamos que:

)!%naf(x):L 0 toda sucesion { gy} domf—{a} con {an}® a satisface que {f(an)}® L (o cambiando a por ¥ )

Ejemplos. Vn ®1 ,pues {nN}®¥ y xX®1 cuando x®¥ (por lamismarazén 7n+\l3 n+3®1);

(1+6h)1/a” ® e s {a}®0 puesvimosque (1+x)1/XX% o © (propiedades adelantadas en sucesiones).

1 1 1 X—arctanx _ X /3+ 1
bn:n4—n5arctan? ® 3 , puessepuede poner como f(,5) con f(x)="3 = " Bo3

2 1 . 1 1 . arctan(1/n) arctanx 1
a arctan esdivergente, pues arctan - ~ — (esdecmilln ® 1,pues — — X@ 01 y ® 0).

2 ] 2, t
8 (<1)"n2eVn | converge por Leibniz, pues es alternada, f(n) = % ® 0 [porque B, f(x) Xt 8% g =0
(sin el cambio serialargo por L'Hopital: x2/ek ® 4x3/2/elx ® 12x/ex ® 24x1/2/ehk ® 24/e/x ® 0)]

y es decreciente apartir deun n [yaque f'(x):§(4—\l§<)e—c< <0 s x>16].

Otra situacion en la que nos han aparecido limites indeterminados es en la definicion de derivada.
Aunque con los teoremas de derivacion se podian calcular casi todas, quedaban aln algunas que no

sabiamos hacer. Ahora ya podemos con Taylor y L'HOpital:

Ejemplos. Estudiemos si son derivablesen x=0 las siguientes funciones:

n(x):arctan% , con n(O): P Haciendo uso del dltimo teorema de 3.2 yavimos que n'(0)=0.

(1/h2)— p (2_9 [ 4]
Ahoradirectamente: n'(0)= L| arctan l/h) 2 lim arctan(t®) - p/2 lim 20/ 1+t

®¥ &Y —1t2

X+ o(x)

[(x)= log(1+x) , 1(0)=1. Como I(x)= X% 0l,IafunC|0n | esa menos continuaen x=0.

Aungue no vaaser lo mas rapido, acudamos aladefinicion paraver si existe 1'(0) :

e (i 109/ =1 _ o log(1+h)-h _ . -h%/2+0(h?) _ 1
I'0)= |im h =i e L 2
¢Exigtiratambién 1"(0) ? Siguiendo con la definicidn, necesitamos antes laexpresién de 1'(x) para x: 0:
, X—(1+x)log(1+x) wimo 1o 2h+(1+h)h2=2(1+h)log(1+h) _ _ .. 4h%/3+0(h%) _2
FOO=""1xz2  ©® "(O0=]im 2(1+h)h3 == on3ene =3
Pero las cosas son mucho mas féciles gracias alos desarrollos de Taylor. Nuestra funcién es exactamente:
X=X2/2+x53/3—x44+... x  x2 x3
I(x) = X =l-5t+ 53—t paratodo |x|<1.
Al ser unafuncion definida por una serie de potencias (o sea, andlitica) tiene infinitas derivadas y sabemos que:
- (= _ L 1"(0) _1 way= 2
I(O)—1,I(0)——2 . —3®I(0)—3

, f(0)=0 . Comprobemos, como aseguramos en 4.3, que f(W(0)=0" n . Para x1 0 es

F(x)= 3e-1/X2 f() [5Gl f(x)= [8 R+ ewe®,

:!gg tet?=0, f(0)= L' :!gg 2t4et? =0,

Entonces. f'(0)= L
[pues € estodaviamucho mayor que € ( et/et? =et—t2tg¥ e¥=0) y ya sabemos que t“e‘tt§¥ 0]

Para cualquier n, tras hacer h=1/t , acabaremos en: f(W(0)=1jrp (polinomio)e™"=0 .
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Otra situacion en que serén Utiles los temas de este capitulo seraen € dibujo de gr aficas:

. 4 . . . _ . 24 v
si x®0", g® 0.¥.1 indeterminado, >I<|®ng+g =1 !g@rg t2d =¥;
s x®¥ , g®¥.10 indeterminada Jim, 9= l.Jéméxze‘X =0.

g(x) = x-1]%e"* 6* siempre decreciente ( x=1
punto de inflexion con tangente horizontal); g'(x)® 0 si x® 0~
g'(x) = % [x-1])3—3x2+x—1]e!* &

Analizamos el niimero de raices de P(x) = x3-3x2+x—1 :
+—+—(301positivas) , ———— (sinraicesnegativas)

P(x) =3x2-6x+1=0 si x=1¢ 5 , P(1-{5)=—2+ 335 <0

® solo 1 cerorea deP [en (2,3)] ® 2 puntos deinflexion de g
Los tnicos valores sencillos: g(-1)=g(1)=1, g'(-1)=4.

4 . . log[1+4/x?] .
h(x)=xlog(1+ Impar. limh=1lim =(L'H)=Ilim
()=xlog(1+ 3> ) S R T (LH) = o

fobien (x=) [ **"
2
N =l0g(1+5) — s & M09 = oo b

h es E en (20E(2¥) yes C en (-¥,2E(0,2).

g(x)=x2e’Xe* |20 Asintotas: s x®0~, g® 0.0.1=0; si Xx®-¥ , g® ¥.1¥=¥ ;

8X

8 _ p P _
x2+a =0 R h=LH=Jim 2,,=0

g[1+4t7] )
log[1+4t =i [4t+0tt ]=0; o (informal) pxgordo

4
2

:g , pues log(1+¢)

1.6

echico
~ el

{

) B0 , h(1)=log5-¢ »0.01 , h(2)=log5-1»-0.3
® existe un Unico maximo (en un x algo mayor que 1)
h(1)=log5»1.61, h(2)=2log2»1.4 .

29—
k(x):% Par. k(x)=x%/3+0(x?/3) ® continuaen x=0 si k(0)=0
R —X®¥ (y no derivable; o directamente k'(0*) = Iim+% =¥).
1.2 ¥ h® 0
k(il):% [ee1]»1.2, k(x2)=2"43[-e2]»2.9
1 2 k() =xH3chx—3x43shx=0 0 thx =3x (nunca)
3X
thx k') =[xY3+5x4/3] shx—2x-4/3chx=0 0 thx = g7 © 1(¥)
Vemos s se cortan las gréficas de estas dos funcionesimpares[ r y th]:
r'(0)=3/2, r(1/3)=0.4 , r(2/3)=0.5 (m&imode r), r® 0 si x® ¥ ,
th'(0)=1, th(1/3)»0.32 , th(2/3)»0.58 , th® 1 si X® ¥
® hay un punto deinflexion paraun xi (1/3,1/2) .
p(x)=cos?x €anX | p-periddica Continuas x ? g +kp . o
p'(X) =[1-sen2x] aX3 0 (kp inflexion horizontal).
082" 0.0=0, p *®'2" 1.0=0, p*%F'? 0.¥
waiy. G gy daNX gy dANX @ 0/0- |
L'Hopital: 5, ®F 5 ¥ S Xy a
] i danx L L i _ . )
[obien, 1M feanex = () =M =¥ = o2



